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Vorwort:

Das sehr hohe Niveau fur Realschulprifungen in Bayern hat mich bewogen, einzelne
Prufungsaufgaben, die freigegeben sind, ausfihrlich zu besprechen.

Vektorrechnung ist m. E. nur in Bayern an Realschulen Ublich. Dagegen freuen sich
Mathematiklehrer an Gymnasien uber diese Aufgaben, denn sie sind interessante
Beispiele fur die geometrische Anwendung von Vektorrechnung und Abbildungen mit
Matrizen.

Was Realschulabsolventen damit anfangen sollen, wiss¢n nuridie Bayern....

Als Mathematiker freut man sich allerdings Uber soviel !readyitat.

Leider fehlt in den Gymnasien in der Klassenstufe 10 ie Ztit, diesen Stoff zu
behandeln. Dagegen gibt es in der gymnasialen Oberswf¢ Gelegenheit, solche
Themen anzusprechen. Daher werden diese Aufgaber fur Gymnasiallehrer wohl
auch sehr interessant sein.

Die in Bayern ublichen Schreibweisen und Begri fe wurden nicht immer eingehalten.
Jedoch werden die Grundlagen dieses Stoffes’n aen Texten 11811, 11812 und
11821 ausfuhrlich besprochen. Dort sollte rmian.nachlesen, wenn Unklarheiten
auftreten.

Inhalt
Teil 1: Aufgabeinsammlung 201 bis 206 1
Teil 2 Aufgaben it ausfuhrlichen Lésungen 7 bis 40

Die Sammlung wird noch erweitert.
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Aufgabensammlung

Aufgabe 201 (2003-1B2)

(Thema: Spiegelung von Vektoren an einer Ursprungsgeraden und Streckung)
Bei der Konstruktion eines Dreiecks ist eine Spiegelung im Spiel!

Aufgabe gegeniiber dem Original leicht geandert

Die Punkte B, (x|4x—3) liegen auf der Geraden g mit der Gleichung y =1x-3.
Sie sind zusammen mit dem Punkt A(—3 | —1) Eckpunkte von Dreiecken AB,C,.
Die gemeinsame Winkelhalbierende w der Winkel B,AC, hat die Gleichung y =1x.
Firr die Seiten AC,und AB, gelte: AC, :AB =2:1.

a) Zeichnen Sie die Gerade g, die Winkelhalbier’nde '~ sowie das Dreieck
AB;C; fir x=1 und das Dreieck AB,C, fir x*=2" in ein Koordinaten-
system mit der Langeneinheit 1 cm, —-4<x<¢ und -4<y<8.

b) Man erhélt nur fir xe]-2;18 [ Dreiecks~A5.Cy .
Ermitteln Sie rechnerisch die Intervallgrenzan.

c)  Die Pfeile AB, kann man auf die Pfelle AC, abbilden.

Berechnen Sie die Koordinaten der Runkte C, in Abhangigkeit von der
Abszisse x der Punkte B,. (At.=imweDezimale runden.)

(Ergebnis:  C, (2,2x-0,6]0,4x+5,8).)

d) Unter den Dreieck AB,C, (bt s ein rechtwinkliges Dreieck AB3Cz mit der
Hypotenuse B3Cs.
Berechnen Sie die x-Koaidinate des Punktes Bz. (Auf eine Dezimale runden.)

e) Der Punkt C, des Dreirzeks AB4C, liegt auf der y-Achse.
Berechnen Sie diey:-Kkeaidinate des Punktes C,4. (Auf eine Dezimale runden.)
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Losung 201
a) Abbildung der Dreiecke AB1C; und AB,C..

Gegeben sind die Geraden g mit der Gleichung y=4x-3undw mit y=3Xx.

Konstruktionsbeschreibung.
1. Schritt:  Man zeichnet ¢'e Gerc den g und w ein sowie die Punkte A, B; (1] -2,5) und B, (3] -1,5).

2. Schritt:  Da w die Winkelhalbierende des Winkels o ist, spiegelt man den Punkt B an w:
Kreisbogen um A durch B; und Senkrechte von B; zu w ergibt das Spiegelbild M;.

3. Schritt:  Man zeichnet die Halbgerade von A durch M; und weiter. Laut Aufgabe ist AC; doppelt
so lang wie AB; also AM; . Also zeichnet man um M; einen Halbkreis durch A.
Dieser schneidet die Halbgerade in C;. (Man spiegelt also A an M; — oder man streckt
M; von A aus mit dem Faktor 2.)

Jetzt hat man das Dreieck AB;C; (blaue Konstruktionslinien).

Genauso konstruiert man von B, aus M, und C, (violette Linien).
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b) Um die Grenzen der Dreiecke zu finden, muss man folgende Uberlegung anstellen:

Untere Grenze: Wenn die Strecke AB, senkrecht zur Winkelhalbierenden w
ist, dann hatte 0. =180°. Dies ist in einem Dreieck unméglich.

1, Lésungsmadglichkeit:  (Nicht-vektoriell)

Gegeben ist B, (x | %x—3) fur den beliebigen Punkt. Die Steigung von AB,, ist wegen
A(-3]-1) dann
-1) 1x-2

_ﬂ_%x—S—(
"OAX x—(-3) ~ Xx+3

mAB

Die Winkelhalbierende w hat die Steigung m, = 3.

Bei Geraden, die orthogonal sind, d. h. aufeinander se¢ nkrecht stehen, gilt:

m,-m, =-1
1y _
Dies bedeutet dann X2 1_ -1
Xx+3 3
bzw. ix-2=—(x/pL3
IX-2="9-9
7 i
L .
=2
2. Losung: (Vektoriell)
. - X -3\ _( x+3
= 283 ) (3] (5%
Richtungsvektor von w (wege=, 1y, = 3): U= (:13) :

Orthogonalitatsbedingéag (Lbotbedingung):  |AB, ©li=0

(553 )eff)-0

(x+3)-3+(+x-2)-

IX+7=0
Ix=-1
X=-2.

Damit haben wir — 2 als untere Grenze fir die x-Koordinate von B,,.
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Nun zur oberen Grenze:

Die obere Grenze ist dann erreicht, wenn sich w und g schneiden, denn dann fallen
B und C, zusammen.

Schnittstelle von g und w: sX-3=3x |6
3x-18=2x
x=18
Ergebnis: Fir B, (x|$x-3) gilt xe]-2;18].
C) Der einleitende Satz ,Die Pfeile AB_ kann man auf die Pfeile AC_ abbilden®

wurde in der Konstruktion umgesetzt: Zuerst wurde B, an der Geraden w
gespiegelt und dann von A aus mit dem Faktor 2 geatreckt.

/” WISSEN: Y

Die Spiegelung an einer Ursprungsgeraden, welche mit ¢2r x-Achse den Winkel ¢
einschlief3t, kann durch diese Abbildungsgleichung berechnet werden:

X'\ _(cos 2¢ Sln2(p) X
y'] = \sin 29 —cos2p! My )

Aufstellung der Abbildungsgleichung fir die Spiagelung an der Ursprungsgeraden w:

-

w hat die Steigung m,, =%. Die Steigung ist'¢er Tangens des Steigungswinkels,
also gilt tang =1. Dies liefert einen Wirikal von ¢ =18,43°.

Die Abbildungsgleichungen fir Punk:e lautet somit:
X"\ _(co53687 sin36,87 ol*
y'] \sin3C;87 —c0s36,87 y
: x'\ (0, 0,6)~(x
Genauer: (y')_\c,G —O,8)®(y)
1.L.6sung:

Spiegelung der Punkte B {A|4x-3) nach My:

()-(82 _38)elst

y')~lo6 -0,8/(1x-3

. —pr—[08-x+06-(3x-3) (llx 18)

" 0,6-x-0,8-(1x-3)) \0,2x+2,4
(—3) (llx+12)

-1

0,2x+3,4)°

- : - (11x=18 | _
Damit folgt: AM, = (O, 2x+2,4)

Damit erhalt man den Ortsvektor von Cg:

G e 11x+12 \_[(-3+2,2x+2,4) _(2,2x-0,6
OC, =0A+2-AM, = ( )*2 (02x+34) (1+o,4x+6,8)‘(o,4x+5,8)

Ergebnis: C,(2,2x-0,6]0,4x+5,8).
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2. L6sung:

Die vektorielle Losung geht den Weg, dass man mit den Abbildungsgleichungen fur

Punkte
X"\ _[cos2¢ sin2¢ olX
y'] \sin2¢p —cos2¢ y

Vektoren abbildet. Also kdnnte man wie in der Aufgabe eigentlich gefordert gleich
AB_ in AM, und dann weiter nach AC_ abbilden.

Far (?) setzt man A—Bn':(;‘;_?’zj, far (i(/) Das Spiegelbild dieses Vektors ist
2

der Vektor AM, . Die Abbildungsgleichung liefert

o _(X)_(08 06)( x43
i =()=(68 -aslelay

weil ja M, (x'|y') der Bildpunkt von B, ist. Anschliefseiid folgt die Streckung
dieses Vektors von A aus mit dem Faktor 2:

AC, = 2. A

E{%:(XT?}" L2:( X‘Z)]_(2,2x+2,4j

Durch eine Vektorsumme erhlt'iman den Ortsvektor ¢ =OC, des Punktes Cy:

TN (13) (2.2x+24) (2,2x-0,6
OoC =0, +AC, _(—1)+(0,4x+6,8j_(0,4X+5,8]

Ergebnis: C,(2,2x-0,6]0,4x+5,8).
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d) Unter den Dreieck AB,C, gibt es ein rechtwinkliges Dreieck AB3;Cs; mit der Hypotenuse
B3Cs. Berechnen Sie die x-Koordinate des Punktes B;. (Auf eine Dezimale runden.)

LOosung

Wenn B3C3 die Hypotenuse sein soll, dann liegt gegentber bei A der rechte Winkel.

Folglich miissen die Vektoren AB, = (ixx+—32j und AC, orthogonal sein,
2

d.h. aufeinander senkrecht stehen.

Wir berechnen zuerst aus C,(2,2x—-0,6]|0,4x+5,8) und A(-3|-1) den Vektor

AC _[22x-0,6\_(-3\_(22x+24
n10,4x+5,8 -1 0,4x +6,8/°
Orthogonalitatsbedingung: AB.OAC, =0

X+3 2,2X+ 2,4\ _
(%X—ZJG(O,4X+6,8) =0
(x+3)(2,2x+2,4)+(+x-2)0.5K+6,8)=0

2.2X% +2,4X +6,6X + 7,2 +0,2%°+ 334x —0,8x —13,6 =0
24x% +116x25.4=0

Die allgemeine Losungsformel fur quadraticCive Gleichungen lautet

2
_ —b+vb"-4ac

2 . 2a
§  -116+\116°-4-24\=5,4)  _116+.196 -116+14 (05
12 — 4,8 - 4,8 - 4’8 N —5,3

Da x,=-53¢]|-2;18[ sCheidet diese Lésung aus.
Ergebnis: Fur x =05 ist/las Dreieck AB3Cs bei A rechtwinklig.
Ubrigens sind die Eckpunkte dann B,(0,5|-2,75) und C,(0,5|6).

Bemerkung:

Man konnte diese Aufgabe auch nicht-vektoriell [d6sen. Dazu berechnet man die
Steigung der Geraden (AB,) und die von (AC,)

_ Ay _3x-3-(-1) _§x-2 Ay 22x-06-(-1) 22x+04

= , m = = =
" Ax x—(-3)  x+3 A Ax  0,4x+58-(-3) 0,4x+8,8
und verlangt, dass ihr Produkt -1 ist.

mAB

Daraus folgt nattrlich dieselbe quadratische Gleichung wie oben.
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e) Der Punkt C, des Dreiecks AB,4C, liegt auf der y-Achse.
Berechnen Sie die y-Koordinate des Punktes C,. (Auf eine Dezimale runden.)

LOosung

Damit C,(2,2x-0,6]0,4x+5,8) auf der y-Achse liegt, muss seine x-Koordinate 0
sein:

2,2x-0,6=0
2,2x=0,6
06 6 3

X=——=—-—=—
22 22 11
Dies ist xg!!!

. _ 3 _12+5811 __ 65/_
Berechnung von yc: Yen =0,4-35+5,8=>3==3/~59



